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LAN-FITXA D.E.1

DERIBATUEN ERABILERAK | (Ariketa ebatziak)

2
1. f(x)= ;_i funtzioa emanik:
a. Kalkulatu f-ren asintotak.
b. Adierazi zer tartetan den gorakorra eta zer tartetan beherakorra.

c. Muturrik al du f funtzioak? Horrela balitz, zein puntutan?

(2018ko EKAINA-B)
2. Izanbedi f(x) = x%e~* funtzioa. Aztertu gorakortasuna- eta beherakortasun-

tarteak eta maximo, minimo eta asintoten existentzia.
(2018ko UZTAILA-A)

3. Jakinik f(x) = x3 + Ax? + Bx + C funtzioaren grafikoa (1,0) puntutik pasatzen
dela eta x=0 puntuan 1 balioa hartzen duen muturra dela,
a. Kalkulatu A, B eta C.

b. X=0 muturra zer da, maximoa ala minimoa?
(2018ko UZTAILA-A)

4, Har dezagun f(x) = x* + Ax3 + Bx? + Cx + 7 funtzioa:
a. Kalkula ezazu A, B eta C, jakinik x = 0 abszisako puntuan funtzioaren
zuzen ukitzailea horizontala dela, x = 2 abszisako puntuan mutur erlatibo
bat duela eta, gainera, OX ardatza ebakitzen duela x = 1 denean.

b. Lortutako balioetarako, kalkulatu funtzioaren maximoak eta minimoak.
(2017ko EKAINA-A)

5. Funtzio hau emanda: y = T
a. Zein da funtzioaren eremua? Zer tartetan da gorakorra?
b. Arrazoitu ea maximoa eta minimorik duen. Baizkoan aurki ezazu.

c. Kalkulatu kurba horrek x = 0 abszisako puntuan duen zuzen ukitzailea.
(2017ko EKAINA-B)

6. Badakiguy = 2x — 10 zuzena f(x) = x3 + Ax? + Bx — 1 funtzioaren grafikoaren
ukitzailea dela P(1, —8) puntuan.
a. Kalkulatu A-ren eta B-ren balioak.
b. Kalkulatu f(x) funtzioaren eta’y = —15x — 1 ekuazioa duen zuzenaren

arteko ebaki-puntuak.
(2017ko UZTAILA-A)

x3+4
x2
a. Arrazoitu ea funtzioak maximo edo minimorik dituen ala ez. Baldin eta
halakoak baditu, kalkula itzazu.
b. Zer tartetan da gorakorra funtzioa?
c. Aurkitu funtzioaren asintota guztiak.

7. Funtzio hau emanda: y =

(2017ko UZTAILA-A)
%3
x2—4

8. Azter ezazu funtzio honen goratze- eta beheratze-tarteak: y =

Eta kalkula itzazu haren maximoak eta minimoak.

(2016ko EKAINA-A)
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Funtzio hau emanda: f(x) = Ax3 +Bx?+C
a) Kalkulatu A, B eta C parametroen balioak, funtzioak propietate hauek bete
ditzan:
e (0,0) puntutik pasatzea.
e Maximo lokal bat izatea (1,2) puntua.
b) Kalkula itzazu x aldagaiaren balio guztiak zeinetan funtzioaren grafikoak
ukitzaile horizontala baitu.

(2016ko EKAINA-B)

Kalkula itzazu A, B, C eta D balioak funtzio honek:  f(x) = Ax® + Bx> + Cx + D
mutur erlatiboak izan ditzan (0,0) eta (2,2) puntuetan.

(2016ko UZTAILA-A)

4 2
Funtzio polinomiko hau emanda: p(x) = x? —-x3+ %
a) Kalkula itzazu p(x)-ren goratze- eta beheratze-tarteak.

b) Aurkitu haren maximoak eta minimoak.
c) Baal dax-ren balioren bat p(x) < 0 izatea dakarrena? Arrazoitu zergatia.

(2016ko UZTAILA-B)

Polinomio hau emanda: f)=x*+ax?+bx+c
a) Zehaztu a, b eta c koefizienteak, jakinik x = —1 eta x = 1 balioetan mutur
erlatiboak dituela eta gainera, koordenatu-jatorritik pasatzen dela.
b) Aztertu bi mutur erlatibo horien izaera (maximoak ala minimoak diren)
eta egin polinomioaren gutxi gorabeherako marrazki bat.

(2015ko EKAINA-A)

Izan bedi funtzio hau: f(x) = (3x — 2x2)e*
a) Kalkulatu f funtzioaren goratze- eta beheratze-tarteak.
b) Kalkulatu f-ren mutur erlatiboak (maximo eta minimoak).

(2015ko EKAINA-B)

Horma irudi bat apaintzeko, zurezko marko angeluzuzen bat eraiki nahi dugu, bost
metro karratuko azalera bat zedarrituko duena. Badakigu markoaren kostua
zentimetroko 1,5 € dela alde horizontala eta 2,7 €, berriz, alde bertikaletan.
Zehaztu zer dimentsio aukeratu behar ditugun markoa ahalik eta merkeena izan

dadin.
(2015ko UZTAILA-A)

Funtzio hau emanda:
ax?+3x  baldinx <2
xX) = =
f®) {xz — bx — 4 baldinx > 2
a) Aurkitu a eta b-ren balioak, jakinik f zuzen erreal osoan deribagarria dela.

b) Kalkulatu f funtzioaren grafikoaren zuzen ukitzailea x=1 abszisa puntuan.
(2015ko UZTAILA-B)

Har dezagun funtzio hau: f(x) = ax® + bx + ¢
a) Loritzazu a-ren, b-ren eta c-ren balioak, funtzioa koordenatu jatorritik
pasa dadin eta (1,-1) puntuan minimo bat izan dezan.

b) Hala lortutako funtzioak ba al du beste maximorik edo minimorik?
(2014ko EKAINA-A)
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

Badakigu F funtzioa puntu guztietan deribagarria dela, (—oo, 0] tartean F(x) = 1 +
2x + Ax? formulak definitzen duela eta (0, ) tartean, berriz, formula honek:
F(x) = B + Ax
a) Aurkitu ezazu zer balio izan behar duten A-k eta B-k aurreko baldintzak
bete daitezen.

b) Irudika ezazu F.
(2014ko EKAINA-B)

f(x) = x3 — 3x + 1 funtzioa emanda, azter itzazu haren goratze- eta beheratza-
tarteak eta maximo eta minimoak.
Egin itzazu f-ren gutxi gorabeherako grafiko bat, eta erantzun iezaiozu, arrazoituz,

galdera honi: x-ren zenbat baliok betetzen dute f(x)=0 izatea?
(2014ko UZTAILA-A)

Badakigu A eta B zenbaki positiboen karratuen batura 32 dela. Kalkula itzazu

zenbaki horiek haien arteko biderkadura, A-B; maximoa izan dadin.
(2014ko UZTAILA-B)

f funtzioa ekuazio honek definitzen du: f(x) = Kalkula itzazu, arrazoituz:

x%-5x+6
a) f(x)funtzioaren definizio eremua.

b) f(x)funtzioaren goratze- beheratze-tarteak.

c) Egin ezazu funtzio horren grafikoaren gutxi gorabeherako marrazki bat.
(2013ko EKAINA-A)

200 cm luzeko segmentu bat bitan zatitu da. Zati batekin karratu bat eratu da, eta,
bestearekin, oinarria garaiera baino bi aldiz handiagoa duen laukizuzen bat.
Kalkula ezazu zati bakoitzaren luzera, baldintza hau kontuan izanik: karratuaren

eta laukizuzenaren azaleren baturak minimoa izan behar du.
(2013ko EKAINA-B)

Elektronikako denden frankizia batek kalkulatu du asteko irabaziak (mila eurotan
adierazita) irekia duen n denda kopuruaren mende daudela, adierazpen honen
arabera: B(n) = —4n(2n? — 15n + 24)

Arrazoituz, kalkula ezazu hau:

a) Zenbat denda izan behar dituen asteko irabaziak maximoak izan daitezen.

b) Irabazi maximo horien balioa.
(2013ko UZTAILA-A)

f(x) = x3 + Ax? + Bx + C funtzioa emanda:

a) Kalkulaitzazu 4, Beta Cparametroen balioak, funtzioak x=0abszisa-
puntuan mutur bat izan dezan eta x=2puntuan beste mutur bat. Balio
bakarrekoak dira parametro horiek?

b) Zehaztu ezazu zer mutur mota den (maximoa edo minimoa).

¢) Irudika ezazu funtzioa "C=0kasuan
(2013ko UZTAILA-B)

f(x) = Ax3 + Bx funtzioa izanik, badakigu P(1,1) puntutik pasatzen dela eta,
gainera, puntu horretan haren tangentea y = —3x zuzenaren paraleloa dela.
a) Datu horiek jakinik, kalkula itzazu A-ren eta B-ren balioak.
b) Kalkula itzazu funtzioaren mutur erlatiboak eta goratze- eta beheratze-
tarteak; azkenik, marraztu ezazu funtzioa. (2012ko EKAINA-A)
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25. Enpresa batek estalkirik gabeko kartoizko kaxak egiten ditu, 4000 zentimetro

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

kubikoko bolumenekoak. Kaxen oinarria karratua da.
Kalkula ezazu zer altuera duen eta oinarrian zer alde izan behar duen kaxa

bakoitzak fabrikazioan ahal den kartoirik gutxiena erabiltzeko.
(2012ko EKAINA-B)

Har dezagun f(x) = x3 + Ax? + Bx + C funtzioa:

a) Kalkula ezazu A, B, eta C parametroen balioak fren grafikoa (1,1) puntutik
pasa dadin, x=4balioan maximo bat izan dezan eta x=0balioan ukitzaile
horizontal bat izan dezan.

b) Kalkula itzazu funtzioaren mutur erlatiboak eta goratze- eta beheratze-

tarteak, eta marraztu ezazu funtzioaren grafikoa.
(2012ko UZTAILA-A)

Denda batean olioa saltzen da 2 eurotan litroa. xlitro saltzen direnean, era
guztietako kostuak (eurotan adierazita) hauek dira: 0,5x + Cx?2. Eta badakigu 750
litro saltzen direnean lortzen dela etekin maximoa. Aurkitu C-ren balioa eta

lortutako etekin maximoa:
(2012ko UZTAILA-B)

Izan bedi f(x) = x?e~?* funtzioa.
a) Aztertu funtzioaren gorapen- eta beherapen-tarteak.
b) Aztertu funtzioaren maximo eta minimoak eta egin haren grafikoaren

eskema.
(2011ko EKAINA-A)

Izan bedi f(x) = x3+ax? + bx + .
Aurkitu a, b eta c parametroen balioak baldintza hauek aldiberean bete daitezen: £
funtzioaren grafikoa (0,1) puntutik igarotzen da, ffuntzioaren ukitzaileak x=0eta
x=1balioetarako y = 3x + 5 zuzenarekin paraleloak dira.

(2011ko EKAINA-B)
Aztertu funtzio honen muturrak eta asintotak: f(x) = xx—_zl Egin grafikoaren
eskema.

(2011ko UZTAILA-A)
ffuntzio bati buruz datu hauek ezagunak dira: R osoan deribagarria da, R osoan
gorakorra da eta puntu guztietan f{x)>0 desberdintza betetzen da. Datu horiekin
froga ahal daiteke h(x) = e/® — f(x) gorakorra dela R osoan? Erantzuna

arrazoitu.
(2011ko UZTAILA-B)

Aztertu f(x) = x3 — 12x — 8 funtzioaren maximo eta minimoak eta gorapen- eta
beherapen-tarteak. Adierazi grafikoki f funtzioa.

(2010ko EKAINA-A)

Idatzi y = 10x + 2 zuzenarekiko paraleloak diren eta f(x) = 4x3 — 2x + 1
kurbaren ukitzaileak diren zuzenen ekuazioak. Aztertru f funtzioaren maximo eta

minimoak.
(2010ko EKAINA-A)

Merkatari batek kafea saltzen du 2 € eta 75 zentimotan kiloa. Bi motatako gastuak
ditu, merkantziaren garraioa eta herri-ogasunari ordaindu beharreko zerga bat.
Saltzen duen kilo bakoitzeko, garraioaren gastua 25 zentimokoa da. Herri-
ogasunari ordaindu beharreko euro kopurua kalkulatzeko, saldutako kilo
kopuruaren karratua zati 1200 egin behar da. Aurreko datuekin kalkulatu
merkatariak saldu behar duen kilo kopurua irabazia maximoa izateko, eta
kalkulatu irabazi maximo hori. (2010ko UZTAILA-A)
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Ebazpenak:

MATEMATIKA 11

L. f()—

a.

Kalkulatu f-ren asintotak.

b. Adierazi zer tartetan den gorakorra eta zer tartetan beherakorra.

C.

Muturrik al du f funtzioak? Horrela balitz, zein puntutan?

(2018ko EKAINA-B)

(@)

e Asintota horizontala izan dezan zera egiaztatu behar

da:

xli‘fm f(x) = k (konstantea); orduan,

funtzioaren asintota

Emandako funtzioan aplikatuz,

x% =3

X—00 xz —_

0 2

X—00

e Asintota bertikala izan dezan zera egiaztatu behar

da:

horizontala da.

x
=—>lim—==Iliml1l=1 > =1 Asintota horizontala
1= 5 im ==

funtzioaren asintota
,lcifé f(x) = £ ;orduan, xX=a bertitala da.

Funtzio arrazionaletan, asintota bertikalik izatekotan, izendatzailearen erroren bat

izango da:

x =2

Fo4=0 _>{x=—2

Egiazta dezagun ea asintota bertikalak diren,

x—>2 x2 4-

m
2

: 3 _[1 Z2va2—4 0

lim =— =|-|- (+o0) - *772""

X—o—2— x2—4 0 - ‘ lim x?-3 1

1

= —_— = o0
x—>2+x24 ot +
—>(+oo) )
lim =— R
x—2~ x°—4 0
x=2A.B.
. x*-3 1
li 5 S === (o9]
2_
—_— = — =40

xo—2—-x2—4 0o

x=—-2A.B.

} — Asintota bertikal posibleak
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(b-0)

e Funtzioaren lehenengo deribatuak gorapen-beherapen eta maximo-minimo
erlatiboei buruzko informazioa emango digu:
x? -3 . 2x - (x* —4) — 2x(x* = 3) . 2x®—8x—2x3 +6x
x2—4 7 " (x% — 4)2 oY= (x% — 4)2
, —2x

Y =Gy

Funtzio honen hazkundea alda daiteke deribatuaren erroetan edota asintota
bertikaletara hurbiltzean:

I —2x — _ — —
>y—0—>—(xz4)2 0->-2x=0->x=0

> x = 2etax = —2asintota bertikalak

Hiru balio hauek lau tartetan banatzen dute zuzen erreala. Tarte bakoitzean y’
deribatuaren ikurrak funtzioa gorakorra (y’ +) ala beherakorra (y’ —) den esango

digu:
S o o
y' >0 2: y'> 2: y'<0
v\\maxlmV |
@ 4)2
Laburtuz:
Goratze-tarteak: X € (—o0,—=2) U (=2,0)
Beheratze-tarteak: x € (0,2) U (—2,)
Maximo erlatiboak: x=0oy=0F_2 y (0 E)
. - y= (0)2-4 4 ”
Minimo erlatiboak: ez dago
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2. Izanbedi f(x) = x%e~* funtzioa. Aztertu gorakortasuna- eta beherakortasun-

tarteak eta maximo, minimo eta asintoten existentzia.
(2018ko UZTAILA-A)

Gorakortasuna-beherakortasuna. Maximo-minimoak.

f@) = x%e
Deribatua aztertuko dugu, honen ikurrak zein tartetan funtzioa gorakorra eta
zein beherakorra den esango digu; baita muturrik duen ere:

fl(x) =2x-e™*+x%e™*-(—1)> f'(x) = Qx —xe™* =x(2 —x)e™™*

ffx)=0->x2—-x)e*=0-> x=0-x=0
2—-x=0->x=2

— _— —

O
y' <0 0 y'>0 ) y' <0

'\ r

|f’(x) =x(2— x)e"‘]

Goratze-tarteak: x € (0,2)

Beheratze-tarteak: X € (—0,0) U (2,0)

Maximo erlatiboak: x=2,-f(2)=(2)%?=0- Max.(2,4e7%)

Minimo erlatiboak: x=0,- f(0) = (0)%e° = 0 » min. (0,0)
Asintotak

e Asintota horizontala izan dezan zera egiaztatu behar da:

xl_i)rinoo f(x) = k (konstantea); orduan, Asintota Horizontala

Emandako funtzioan aplikatuz,

2 Asintota Horizontala
lim x*¢™* = lim — = 0 (" » x* delako) = =

X—00 xX—0 e x — o doanean

x — —oo doanean ez du asintota
lim x%¢™* = (—0)2:- e %) = 0. ¢® = ‘ horizontalalik

X——00
Funtzioa oo doa; adar parabolikoa du Y
ardatzaren norabidean.

7
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e Asintota bertikala izan dezan zera egiaztatu behar da:

lim f(x) = +o0 ;orduan, [x = a] Asintota bertikala
xX—a

2
Ez du asintota bertikalik, lim x?e™* = lim:—x = 0 # too delako; ez dago a-ren
x—a xX—a

balio finitorik, non x — a doala funtzioa infiniturantz doan.

e Asintota zeiharra y = mx + n izateko:

m=1im L2 £ 0 eta # too eta n = lim(f(x) —mx) # too
X—00

x—oo X

Emandako funtzioan aplikatuz,

f) . x*e”*

X
m = lim —= = lim = lim xe ™™ = lim — = 0 = ez du asintota zeiharrik

x—o X X—00 X X— 00 x—o0 e

Adierazpen grafikoa:

lim #*-e " =00
Pl s

Maximo
erlatiboa

E En o s 1 (g ? 205 3 3 ¥ 4= B 55 ] 85
minjmo

erlatiboa

Maximo
erlatiboa

Minimo erlatiboa, minimo absolutua da, funtzioak ezbaitu balio txikiagorik
hartzen (x=0 denean funtzioaren balioa y=0).
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3. Jakinik f(x) = x3 + Ax? + Bx + C funtzioaren grafikoa (1,0) puntutik pasatzen
dela eta x=0 puntuan 1 balioa hartzen duen muturra dela,
a. Kalkulatu A, B eta C.

b. x=0 muturra zer da, maximoa ala minimoa?
(2018ko UZTAILA-A)

(@
fxX)=x34+Ax2+Bx+C - f'(x) =3x2+24x+B

Azter dezagun emandako informazioa banan-banan:

» Funtzioaren grafika (1,0) puntutik igarotzen da; beraz:

f=0=13+4-12+B-1+C=0 =2[A+B+C=—1]

» x=0 denean funtzioaren balioa (muturra dela ondoren erabiliko da) 1 da;
beraz:

f(0O)=1=>03+A4-02+B-0+C=1>[C=1]

» x=0 denean funtzioak muturra du; beraz, lehenengo deribatua anulatu
egingo da x=0 ordezkatzean (beharrezko baldintza muturra izateko):

f'(0)=0 = 3-02+24-0+B=0 =[B=0]

Ondorioz,

A+B+C=-1 ~2

A=
> B=0 = |f(x)=x*-2x*+1
c=1

c=1
B=0

M f)=x*-2x2+1 > f'(x)=3x2—4x=x(3x—4)

X =
Deribatuaren erroetan muturrak aurkitzen dira: f'x)=0=>x(Bx—-4)=0= y =

wlbs O

- .
y'>0 0 y' <0 4/3 y' >0

') =xG3x—9)]

Hortaz, x=0 abszisa-puntuan funtzioak duen muturra maximo erlatiboa da. Beste mutur
bat ere badu, x=4/3 denean minimo erlatiboa.
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4. Har dezagun f(x) = x* + Ax3 + Bx? + Cx + 7 funtzioa:

a. Kalkula ezazu A, B eta C, jakinik x = 0 abszisako puntuan funtzioaren
zuzen ukitzailea horizontala dela, x = 2 abszisako puntuan mutur

erlatibo bat duela eta, gainera, OX ardatza ebakitzen duela x = 1 denean.
Lortutako balioetarako, kalkulatu funtzioaren maximoak eta minimoak.

(2017ko EKAINA-A)

4 \
Ktx): X +ACIBX +Cx +1 — f(x1:4’)(3+3AXz+ZBX+C

Y= 0 devean ~ —
vkidras dwren =>f'(o\:o=1> 4.0t3A-04 B0+ =0 =» ‘C—OI
malda = 6= /
- X.(o\:o " z
’ . ¢ x =0
MV\‘urcr& 0%,
32+ 12At4B =
hewda, £19)20 S _32_> {3"_—’7“6__8
X =4 dewsg 4 3 g =
il = Ku\:o =5 A+A1+B1+C1+TF =0
?wnh—(osw.;\x AT .
Va v i + —
?im ek A+A +B
haw da g-m:o \m
'BA‘\‘B =-% => A:o e\z iy-
ArBe-t s

e
Beran, %nk\‘oaren adieriapens \g(x]:)(—g)( + T

|
l= Uy -16X — s 39 4xd-lx=o x=o
by {lu= 4x (x=y4) =6 <x"-‘1—o (x=2]
Sx=-
~£\b -E/ i} {/' (x=-2
> oz B o {10 2 {50 7

minime Hextmo {
er&alioc, erCeAtioc o 50

evledideg
x=-2 = fea= ('Rt = 46304 --as[m (-2 -9 i;‘:‘g:;;g;
————— edo&;
Xx= 0 = Q(o\ ¥ - (Of Wekimo erColie ¢ -

X= 2 — ’f”-\: e ""\mz kzl-“ ‘miv\{m,o CrQ{{So(
emrm——r——rn——.
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5. Funtzio hau emanda: y = —

a. Zein da funtzioaren eremua? Zer tartetan da gorakorra?
b. Arrazoitu ea maximoa eta minimorik duen. Baizkoan aurki ezazu.

c. Kalkulatu kurba horrek x = 0 abszisako puntuan duen zuzen ukitzailea.
(2017ko EKAINA-B)

(ab)
Definizio-eremua: R — {—1, 1}
Lehenengo deribatuaren ikurren azterketa:

X 11 =x?) —x-(=2x) , 1 —x?+2x? ) 1+ x?

!

1-x2 7V 7 (1 —x2)? Ty T Taoamz 7Y T a—x)e

y:

Jakina denez, funtzio baten zeinua alda daiteke funtzioaren erroetan edota ez-jarraitasun
puntuetan. Deribatuaren erroak eta ez-jarraitasun puntuak (izendatzailearen zeroak):

14x2

ey =0~ ﬁ =0->1+x%=0->x%=-1- ezdu soluziorik.deribatuak ez du errorik.
x=1
e Izendatzaileka=0->1-x*=0->x2=1> { Asintota bertikalak

Balio hauek zuzen errealean kokatu eta gero, tarte bakoitzean y’ deribatuak hartzen duen ikurra
aztertuko da tarteko edozein balio deribatuan ordezkatuz:

y’ >0 '? yl >0 ?/v y’ >0
\ / | |
1+ x? i |
V=" Pl
(1 - X ) | |
BN
Goratze-tarteak: x € (—0,—1) U (=1,1) U (1, ) | |
| |
Beheratze-tarteak: ez da beherakorra = ! !
Maximo erlatiboak: ez du maximorik } :
Minimo erlatiboak: ez du minimorik ! I
] ]
| |
T I
. . 0
x = 0 denean funtzioaren balioa: f(0) = —7 = 0 —» P(0,0)

Zuzen ukitzailearen malda kalkulatzeko, x = 0 deribatuan ordezkatu behar da:

1+x2 1402

V' = Gy o m =Y (O =5 =1

Zuzen ukitzailearen ekuazioa:

P(0,0)
m=1

}—>y=y0+m(x—xo) - y=0+1-(x—-0) »[y=1x]

11



ARRASATE BHI UNIBERTSITATERA SARTZEKO PROBETAKO ARIKEAK MATEMATIKA II

6. Badakiguy = 2x — 10 zuzena f(x) = x3 + Ax? + Bx — 1 funtzioaren
grafikoaren ukitzailea dela P(1, —8) puntuan.
a. Kalkulatu A-ren eta B-ren balioak.

arteko ebaki-puntuak.

b. Kalkulatu f(x) funtzioaren etay = —15x — 1 ekuazioa duen zuzenaren

(2017ko UZTAILA-A)

()
f)=x3+Ax?+Bx—1 > f'(x) =3x%+24x+B
Azter dezagun emandako informazioa banan-banan:

» Funtzioaren grafika (1,-8) puntutik igarotzen da; beraz:

f)=-8=1+4-1+B-1-1=-8 =>[A+ B = —8]

» (1,-8) puntuko zuzen ukitzailea y = 2x — 10 da; beraz, malda=2. Orduan,
deribatuaren balioa x=1 denean 2 da:

ff1)=2=>3-12424-14+B=2 =|2A+B=-1

Ondorioz,

A+B=_8}:> 4= = |f(x) =x3+7x* —15x -1

2A+B=-1 B =-15

(b)
y=-15x—1 } 3 )
y =23+ 722 — 152 — 1 ->x’+7x*—15x—-1=-15x—1-

x3+7x2=0 - x2(x+7)=0 - xx—=—07

12




ARRASATE BHI UNIBERTSITATERA SARTZEKO PROBETAKO ARIKEAK MATEMATIKA II

x3+4
x2
a. Arrazoitu ea funtzioak maximo edo minimorik dituen ala ez. Baldin eta
halakoak baditu, kalkula itzazu.
b. Zer tartetan da gorakorra funtzioa?
c. Aurkitu funtzioaren asintota guztiak.

7. Funtzio hau emanda: y =

(2017ko UZTAILA-A)

(a-b)

Funtzioaren lehenengo deribatuaren zeinuak gorapen eta beherapen tarteak
emango dizkigu eta baita mutur erlatiboei (maximo-minimo) buruzko informazioa
ere:

x3+4 ; 3x%x?—(x3+4)-2x ,  3x*-2x*-8x ,  x*-8x ,  x(x3-8)
= -y = Sy == 5y = -y ==
2 (x?)? P P P
3
y, x°-8
x3

Funtzio honen hazkundea alda daiteke deribatuaren erroetan edota asintota
bertikaletara hurbiltzean:

x3-8

>y =0 - =0
» x = 0 asintota bertikalak

=0-x3-8=0->x=2

Hiru balio hauek hiru tartetan banatzen dute zuzen erreala. Tarte bakoitzean y’
deribatuaren ikurrak funtzioa gorakorra (y’ +) ala beherakorra (y' —) den esango

digu:
’/////)' : ‘\\\\\‘ //////)V
1
\¢ , o
y' >0 ol y' <0 2 y' >0
: f minimoa
, x3—8
y 3
Laburtuz:
Goratze-tarteak: X € (—00,0) U (2,0)
Beheratze-tarteak: x € (0,2)
Maximo erlatiboak: ez du maximorik.
3
Minimo erlatiboak: X=2-y= 22:4 = % = 3 - min. (2,3) puntuan

13



ARRASATE BHI UNIBERTSITATERA SARTZEKO PROBETAKO ARIKEAK MATEMATIKA II

©
Asintota horizontala
. x3+4 . x3 . x . .
lim —— = lim = = lim = = o (ez dauka asintota horiz.)
xX—00 X X—00 X x—oo 1
. x3+4 . .
lim — = lim 5 = lim == —oo (ez dauka asintota horiz.)
X—>—0o X X——00 X X—>—00
Asintota bertikala
x3+4
x¥+4 4 lrgl- x2 =t
lim—- =~ - (c0) - ol aa — [x = 0 Jasint. bertikala
X0 X im —- = +o
x-0%t X

Asintota zeiharra

Zatiketa egin ondoren, zatidura asintota zeiharra da

x*4+4 12
. > asintota zeiharra

—X

4

Nola hurbiltzen da funtzioa asintota zeiharrera?

x=_10()) Yruntz. = 12(())21_4 =100,0004 x = o doala: Yruntz. > Y gint,
)= i;f“ Yasint. = 100 = Funtzioa asintotaren gainetik
X
YEE 100y, o % = -99,9996
Yasint. = —100 ) | X7 %400 Yeuns > Yosint
Funtzioa asintotaren gainetik

Adierazpen grafikoa:

14



ARRASATE BHI UNIBERTSITATERA SARTZEKO PROBETAKO ARIKEAK MATEMATIKA II

3
8. Azter ezazu funtzio honen goratze- eta beheratze-tarteak: y = xf_

itzazu haren maximoak eta minimoak. (2016ko EKAINA-A)

Lehenengo deribatuaren ikurren azterketa:

x3 3x2 - (x2—4) —x3-2x 3x* — 12x2% — 2x* . xt—12x?

- y’ = (xz — 4)2 - y’ = (xz — 4)2 -y = —(xz — 4)2

y=x2—4

Jakina denez, funtzio baten zeinua alda daiteke funtzioaren erroetan edota ez-jarraitasun
puntuetan. Deribatuaren erroak eta ez-jarraitasun puntuak (izendatzailearen zeroak):

x>=0-|x=0

4_ 2
r=0 X 12x=0—>x4—12x2=0—>x2(x2—12)=0—>!2 =0 {x=\/ﬁ

o y = (x2_4)2

x
{ x = —/12
x=2
e [zendatzailea=0-> (x> —4)2=0-x>—-4=0->x>=4—>
=9 {

Balio hauek zuzen errealean kokatu eta gero, tarte bakoitzean y’ deribatuak hartzen duen ikurra
aztertuko da tarteko edozein balio deribatuan ordezkatuz:

/\\\\/

VS0 vy V<0 2 7 <0 2y<u T 7 S0
X (x?-12)
- (x2-4)?
Goratze-tarteak: x € (—o0,—V/12) U (/12, 0)
Beheratze-tarteak: x € (—/12,-2) U (—2,2) U (2,V12)
. . . _ (- x/_) _ C12viz _ -3V12 _ 312
Maximo erlatiboak: x = 12->y= C \/_) - s P M( —V12, 5 )
L . . _ _ (\/_) _ 112 _ 312 3V12
Minimo erlatiboak: x =412 > y = (\/_) 5 S om (\/ﬁ, > )
Adierazpen grafikoa: . _
I .
RAE ieaReas:”
| | 4
| 7
| A
A2
' rs
|
X

15



ARRASATE BHI UNIBERTSITATERA SARTZEKO PROBETAKO ARIKEAK MATEMATIKA II

9. Funtzio hau emanda: f(x) = Ax3 +Bx%?+C

a) Kalkulatu A, B eta C parametroen balioak, funtzioak propietate hauek

bete ditzan:
e (0,0) puntutik pasatzea.
e Maximo lokal bat izatea (1,2) puntua.

b) Kalkula itzazu x aldagaiaren balio guztiak zeinetan funtzioaren grafikoak

ukitzaile horizontala baitu. (2016ko EKAINA-B)

a) f(x)=Ax®+Bx?+C - f'(x) = 34x? + 2Bx
Emandako datuen arabera:

» (0,0)puntutik igaro —>f(0)=0—>A-03+B-02+C=0—>
»  (1,2)puntutik igaro —>f(1)=2—>A-13+B-12+C=2—>
» (1,2)puntuan Max.—- f'(1) =0 - 34 - 1242B-1=0-[34+2B=0

Ekuazio-sistema ebatziz,
A+B=2 A=-4
34+ 2B = 0} -

Beraz, funtzioa honako hau da: f(x) = —4x3 + 6x?

b) Ukitzailea horizontala bada, malda nulua izango da.

12x =0 -=0
m=0—>Hauda,f’(x)=0—>—12x2+12x=0—>12x(—x+1)=0—>{ x T
x+1=0-F=1]

Hau da, (0,0) eta (1,2) puntuetan zuzen ukitzailearen malda m = 0 da.

10. Kalkula itzazu A, B, C eta D balioak funtzio honek:f (x) = Ax3 + Bx? + Cx + D
mutur erlatiboak izan ditzan (0,0) eta (2,2) puntuetan. (2016ko UZTAILA-A)

Funtzioa deribatuz: f(x) = Ax3 + Bx?+ Cx+D - f'(x) = 34x* + 2Bx + C
e f(0)=0-A4-03+B-02+C-0+D=0—>D=0
o f(0)=0-34-02+2B-0+C=0-C=0
e f(2)=2-A-22+B-22+C-2+D=2->8A+4B=2
e f(2)=0>34-22+2B-2+C=0 >124+4B=0

Hortik, A=—%;B=%;C=0;D=0

16




ARRASATE BHI UNIBERTSITATERA SARTZEKO PROBETAKO ARIKEAK MATEMATIKA II

4 %
11. Funtzio polinomiko hau emanda: p(x) = x? —x3+ x?

a) Kalkula itzazu p(x)-ren goratze- eta beheratze-tarteak.
b) Aurkitu haren maximoak eta minimoak.
c) Baal dax-ren balioren bat p(x) < 0 izatea dakarrena? Arrazoitu
zergatia.
(2016ko UZTAILA-B)

Problema ebazteko, P(x) funtzioa deribatuko dugu, eta hau lortuko:

P'(x)=2x" -3x" +x. Zerora berdinduz, hiru balio lortuko ditugu. x = 0, x = 0,5 eta
x=1.Beraz, P(x)=2x"-3x" +x=2x(x—-05)(x-1).
a) Hauek izango dira tarteak:

+ Goratzea: (U,G,S)U(l,m)
« Beheratzea: (—W,U)U{U',S,l)

b) Erraz frogatzen da x = 0 eta x = 1 balioetan funtzioak minimo bat duela, eta
x = 0,5 balioan funtzioak maximo bat duela.

c) Minimoak x = 0 eta x = 1 puntuetan lortzen direnez eta bietan balioak
P(0) = P(1) = 0 direnez, funtzioa zero edo handiagoa izango da x-ren edozein
baliotarako. Beraz, ez dago x-ren baliorik P(x) < 0 betetzen duenik

'Y

17




ARRASATE BHI UNIBERTSITATERA SARTZEKO PROBETAKO ARIKEAK MATEMATIKA II

12. Polinomio hau emanda: f)=x3+ax®*+bx+c
a) Zehaztu a, b eta c koefizienteak, jakinik x = —1 eta x = 1 balioetan
mutur erlatiboak dituela eta gainera, koordenatu-jatorritik pasatzen
dela.

b) Aztertu bi mutur erlatibo horien izaera (maximoak ala minimoak diren)

eta egin polinomioaren gutxi gorabeherako marrazki bat.
(2015ko EKAINA-A)

a) Pix)=x"+ax" +bx+¢ = P'(x)=3x"+2ax+b
x=-1 mutur erlatiboa denez, P'(-1)=0 = 3-2a+b=0
x =1 mutur erlatiboa denez, P(1)=0 = 3+2a+b=0

Bi ekuazio horiek ebatzita, hau lortuko dugu: @ = 0 eta b = -3. Eta, horretaz gainera,
funtzio polinomikoa koordenatu-jatorritik pasatzen denez: P(0)=0 = c¢=0

Beraz, hau da bilatutako polinomioa: P(x)= x'-3x.
b) Badakigu muturren izaera (maximoa edo minimoa) bigarren deribatuaren
zeinuaren araberakoa dela: P"(x)=6x.

P'(-1)=-6 <0 = x=-1 balioan, funtzioak maximo erlatibo bat du.
P'(1)=6>0 = x=1 balioan, funtzioak minimo erlatibo bat du.

Hau da P(x)-ren grafikoa:

18
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13. Izan bedi funtzio hau: f(x) = (3x — 2x?)e*
a) Kalkulatu f funtzioaren goratze- eta beheratze-tarteak.

b) Kalkulatu f-ren mutur erlatiboak (maximo eta minimoak).
(2015ko EKAINA-B)

f(x) = (3x — 2x?)e*

f'(x) = (3 —4x)e* + (3x — 2x%)e* > f'(x) = (3 — 4x)e* + (3x — 2x%)e* -
- f'(x) = e*(3 — 4x + 3x — 2x?) - |f'(x) = e*(3 — x — 2x?)

s

, _ I N x=1
ffx)=0-e*B—x—-2x°)=0- 3_x_2x2=0_)Ix 3

2
y <0 Y5 Yy >0 % Y <0
f'(x) =e’(3—xv—$ /
Goratze-tarteak: x € (— g, 1)

Beheratze-tarteak: x € (—oo, —g) U (1, )

Maximo erlatiboak: x =1,- f(1) = (3 c1-2- 12) el=e->M@1,e)
Minimo erlatiboak: x = —%,—> f(— 3) = (3 . (— ;) -2 (— 2)2> e_; = (—2 - 2) e_; -

2 2 2
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14. Horma irudi bat apaintzeko, zurezko marko angeluzuzen bat eraiki nahi dugu,
bost metro karratuko azalera bat zedarrituko duena. Badakigu markoaren
kostua zentimetroko 1,5 € dela alde horizontala eta 2,7 €, berriz, alde
bertikaletan. Zehaztu zer dimentsio aukeratu behar ditugun markoa ahalik eta

merkeena izan dadin.
(2015ko UZTAILA-A)

1,5€/m

5
AZaleT'G,:S—)x-y:S_)y:_
2,7€/m y X

5
Kosto funtzioa: F=15-2x+2,7 -2y =3x+2,7-2- o -

F=3x+2
pe
Beharrezko baldintza muturra izateko:
, —27 , 2 27 , 27 5 x = —3
F =3+?—>F =0_>3_ﬁ=0_)3=ﬁ_>x =3 X =9—>{x:3

Egiaztatuko dugu, x = 3 denean F kostu-funtzioak minimoa hartzen duela:

-

0

y' <0 x=3 y

.. . . 5
Kostua minimoa da, markoaren dimentsioak: x=3etay= 3

20
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15. Funtzio hau emanda:

Fx) = {ax2 +3x  baldinx <2

x% — bx — 4 baldin x > 2
a) Aurkitu a eta b-ren balioak, jakinik f zuzen erreal osoan deribagarria
dela.

b) Kalkulatu f funtzioaren grafikoaren zuzen ukitzailea x=1 abszisa
puntuan.

(2015ko UZTAILA-B)

@

Jarraitasuna x=2 abszisa-puntuan:

xl‘j?- flx) = xlirzn_(axz +3x) =4a+ 6] Jarraia izan dadin x = 2 abszisa — puntuan:

Jim, F6) = Jim (=~ bx —4) = =20 lip () = Jim, 169 = /@)
f(2)=4a—-6 4a+6=—-2b—4a+2b=-6-[2a+hb=-3]

Deribagarritasuna x=2 abszisa-puntuan:

N _ (2ax + 3 baldin x < 2
f(x)_{Zx—b baldinx > 2

f'27°) =4a+ 3] Derigarria izateko, albo — deribatuak berdinak:

f'2YY=4-» 4a+3=4—-b->l4a+b=1
Zfa++bb:—_13} —a=2 eta b =-7 funtzioa deribagarria izan dadin.

®)

x = 1 funtzioan ordezkatuz, puntuaren y ordenatua kalkulatuko dugu:

_(2x?>+3x  baldinx <2
f(x) _{x2+7x—4 baldinx > 2

x =1 < 2 denez, bigarren funtzioan ordezkatuko dugu: f(1) = 2 - 1243-1=5

P(1,5)
Zuzen ukitzailearen malda lortzen da puntuaren abszisa deribatuan ordezkatuz:

f’(x)={4x+3 baldinx <2 > m=f'(1)=4-1+3=7
2x+7 baldinx > 2

Zuzen ukitzailearen ekuazioa:

P(1,5
m(Z;} Sy=yotmx—x) - y=5+7-(x—1) ->[y=7x—2]
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16. Har dezagun funtzio hau: f(x) = ax3 + bx + ¢
¢) Loritzazu a-ren, b-ren eta c-ren balioak, funtzioa koordenatu jatorritik
pasa dadin eta (1,-1) puntuan minimo bat izan dezan.

d) Hala lortutako funtzioak ba al du beste maximorik edo minimorik?
(2014ko EKAINA-A)

a) f(x)=ax3+bx+c > f'(x)=3ax?>+b
Emandako informazioaren arabera,
e Koordenatu jatorritik pasatzen da; hau da, (0,0) puntutik:
f(0)=0-c=0
e (1,-1) funtzioaren puntu bat da:
f)=-1-a-13+b-1+c=-1->a+b+c=-1
e (1,-1) puntuan minimo bat izateko beharrezko baldintza:
ff(x)=0->f'(1)=0-3a-12+b=0->3a+b=0

c=0
Beraz; a+b+c=—1}—> a=% b=—§ - f(x)=%x3—%x
3a+b=0
beharrezko
1 3 3 31;%?:%52; 3 3 x=1
— .3 _2 ! 2,2 _ 3 1 _ S22 95 =
b) f(x) =5x% —2x > f(x) =>x? - > TG f1(x) = 0 - >x 2‘0_’{x=—1
7 >0 10 77<0 ? 7SO

Beste maximo batdux = —1 - f(—1) = %(—1)3 — % (-1) =1 - M(—1,1) abszisa-

puntuan.
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17. Badakigu F funtzioa puntu guztietan deribagarria dela, (—oo, 0] tartean F(x) =
1 + 2x + Ax? formulak definitzen duela eta (0, ) tartean, berriz, formula
honek: F(x) = B + Ax

a) Aurkitu ezazu zer balio izan behar duten A-k eta B-k aurreko baldintzak
bete daitezen.

b) Irudika ezazu F.
(2014ko EKAINA-A)

a) Fon Qt.wxsf‘n‘uc eatile Aeﬁ'ni"‘ol[[/(o [ﬁun"‘h‘oa da -

Ax%1x+4  x € (-2 o]

oo =
Ax+B X e(o,w)

:F_UV\\'KC’C GLQYiSq&qu iec &QV‘% r\uak« PA}J«CL’JGY\/ J\Gvrajq
eve Aranfo dua. L
javvc\ilfc.suhqwea bc.,ch‘h.ﬂlkl/( X = /bsSHIc- puhivan apli~

we ot - |
Fix) jarratg Nan dedin

;(e\YOY‘\' (Ax1+1x+ 1\: - XL:O i\gs}[Sq- puu—k«.qu .

Qo (At ) =B =B

xX—>

¢ j:i
X(o\ — A0 O *
s - - LSQJ@QL(
awn dadin, aa‘oo deri

Benlehi W, deyi Lcj cyeft i ity

X =0 r\uw\—u&»\ bg,cLLy\al/f {&an

-
B it o g
l A2 X E (220} Flto) = F o)

=F 2A-04+2= A

W=y, x € (6/9°) (E=AT
= i
o, (A2 R BoL \ T
b\ 2xUax+ 4 x€ e o1
:FZ_X.): .Z,)(—\-i K 6(019‘)
%X
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18. f(x) = x3 — 3x + 1 funtzioa emanda, azter itzazu haren goratze- eta beheratza-
tarteak eta maximo eta minimoak.
Egin itzazu f-ren gutxi gorabeherako grafiko bat, eta erantzun iezaiozu,

arrazoituz, galdera honi: x-ren zenbat baliok betetzen dute f(x)=0 izatea?
(2014ko UZTAILA-A)

@ {oo= x-axrd
FUV\\'HO c)\e\'i‘od—uc.ren 4 urven GI}'\'CYKC\-TO ig:r\{o mo
GOSOYC\)T\A @uvxhﬂ‘o d\evfkcgqul' be ten jj@_; :\nc n,;g q‘ksm
e orduan ; fimliios $7 000 L behareliores

c (ta ‘
denean heheraorra . GOYG\LS:\,‘An i e_yecJ-tXOt;

”\Z\&\:\/\:Ia\zzﬁv‘(}ak:m Som\,(orr( (e lere minimo
e G

ev@ttboa .

o= ox'-3 =2 2

A -
f'<o ’i’ {50 | " Goworrs: X€ ool =20

\
i ol (4, 1)
minimo Rehers Vone : X €

%ﬁo exeaidec \F(vaeuﬁxw \, ME4,2)
e CAoc

prodiedtomst B O

ninlm e l m(&/’ﬂ
l er@okidoc I

-

L 3=
f‘uﬂ:o——% B T S 4 q
x4 = X57

(b Ayu dile pev Grefilos

] Toatao deribatuall emandalé
»{V\Qovw‘él‘oc e\l ondolle
aducian pen Grefklhos Lork def.
ITWus d&i\eb’eum, ?«»\h«‘oqm«
4 Wl hira Pun]uajmv\
mo"kxem du X avﬁﬁ&\f\/-
bevar, (=0 eprakshen
d\u\—ev\ Nhirw loaﬁ«‘o dew«tfe




ARRASATE BHI UNIBERTSITATERA SARTZEKO PROBETAKO ARIKEAK MATEMATIKA II

19. Badakigu A eta B zenbaki positiboen karratuen batura 32 dela. Kalkula itzazu
zenbaki horiek haien arteko biderkadura, A-B; maximoa izan dadin.
(2014ko UZTAILA-B)

aiker X ela N bi 2enbak(i posthibo.
3 4 2
Zexo e?‘m\'c\’fx‘m dc\/ XZPr: 32 —» T=32~A
Y=+ | 32-x*
B %evx\oq\//icvw C"Y\f\fv b\‘&!?rbcq&urc XY M EX IO fkfeé(o
¢ ey na ditufa 1D Wt o L
¥ imu et N
s Ke peder Wadure Panlrioa mexim
/B i (' {DQ.QA‘DQ\/( au\"/ﬁ}l'CC “‘\»“W)

B= )(-\J32“XZ Q‘{‘:\(}’Z’:ﬁ A&Wo)

— 5 R gt
B= V3 = VFzxi-x= (32X=X

-
B 9&/\\'}4‘0( &erllocvl’k‘/(u Auupn ete By thrrsln artertn
ondorn maximoalk sorltule r)q'k»fu:

=

- e,
B = %szxi-ﬂl‘){z(éw—l{x]\ -4 % /a&?\@oa
\ AL L3 bUX-UX =0 2 ?‘Q’“(i;ffl?m.q
ot V2xT-x L/x(i(vxz):O —">46—x7§o
- L
OW&
-

— ..jg:g duvenean
BiderKaduwve Maxim oG e fi= &l ek&- 32
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20. £ funtzioa ekuazio honek definitzen du: f(x) =
arrazoituz:
a) f{x)funtzioaren definizio eremua.
b) f{x)funtzioaren goratze- beheratze-tarteak.
¢) Egin ezazu funtzio horren grafikoaren gutxi gorabeherako marrazki bat.

Kalkula itzazu,
+6

(2013ko EKAINA-A)
(

E £(>ﬂ~ g B.W\\'\'t'o axasonala  en Aﬁ{fe aQ¢PiniJu|-(
5xil itendahetla gevo qftlem duden balis elarele -

it bzp % 2
Texs3

Hovlfm/ Dom gcx) . xeTk -3 2:3\]

Asintola, bertilkalal(:
XI-SX+6 =0 <}::j

Epanla dercun ¥=2 ok x=3 a,slnlo\z bhetina Ga ke
Aivele e - &mxlrﬁzl/( \C«:.Ql,éu.Qa,l—u%

2 = Z:z400
ot oty o
[ }/;@2' (x—z)(x—3 o (- i
B LS4
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7(——>Z SXK 2 -
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21. 200 cm luzeko segmentu bat bitan zatitu da. Zati batekin karratu bat eratu da, eta,
bestearekin, oinarria garaiera baino bi aldiz handiagoa duen laukizuzen bat. Kalkula
ezazu zati bakoitzaren luzera, baldintza hau kontuan izanik: karratuaren eta

laukizuzenaren azaleren baturak minimoa izan behar du.
(2013ko EKAINA-B)

4x by

N

2y

2y

Baldintza: 4x + 6y =200 - 2x + 3y =100 —» x = 100-3y

100-3y
2

2
Azalera = x* + 2y? > A = ( ) + 2y?

;) _ o (100-3y\ -3 _ o (100-3y _ —300+9y+8y _ 17y-300
A—2(2)2+4y—3(2)+4y 2 2

>0 0517y —-300=0—>y =2

A=0
17

300
17
minimoa
300 1700 — 900

_300 , _100-3(57) T 400

Y=gy denean, X = 2 -T2 17
Beraz, zatien luzerak: 4x =4 L ﬂ(:m eta 6y =26 .300 _ 1800 cm
17 17 17 17

22. Elektronikako denden frankizia batek kalkulatu du asteko irabaziak (mila
eurotan adierazita) irekia duen n denda kopuruaren mende daudela, adierazpen
honen arabera: B(n) = —4n(2n? — 15n + 24)

Arrazoituz, kalkula ezazu hau:
a) Zenbatdenda izan behar dituen asteko irabaziak maximoak izan
daitezen.

b) Irabazi maximo horien balioa.
(2013ko UZTAILA-A)

28



ARRASATE BHI UNIBERTSITATERA SARTZEKO PROBETAKO ARIKEAK MATEMATIKA II

Deribatua zein puntutan den 0 bilatuko ditugu:

B'(n)=—24n* +120n 96

Deribatuaren balioa zero izatea dakarten puntuak hauek dira: n = 1 eta n = 4.
Maximoa zein den jakiteko, bigarren deribatua erabiliko dugu:

B (n)=—-48n +120

n = 1 denean, minimo bat dago, eta n = 4 denean, maximo bat dago. Asteko
irabaziak 64.000 euro izango dira.

23. f(x) = x3 + Ax? + Bx + C funtzioa emanda:

a) Kalkulaitzazu 4, Beta Cparametroen balioak, funtzioak x=0abszisa-
puntuan mutur bat izan dezan eta x=2puntuan beste mutur bat. Balio
bakarrekoak dira parametro horiek?

b) Zehaztu ezazu zer mutur mota den (maximoa edo minimoa).

¢) Irudika ezazu funtzioa "C=0kasuan
(2013ko UZTAILA-B)

a) Funtzioaren deribatua f'(x)=3x" +24x+ B da.
Mutur bat du x = 0 denean; beraz, B = 0 betetzen da.
Mutur bat du x = 2 denean; beraz, A = -3 betetzen da.
A-ren eta B-ren balioak finkatuta gelditu dira, baina C-k edozein balio erreal har
dezake.
Beraz, hau da funtzioa: f(x)=x"-3x"+C
b) fren bigarren deribatua hau da: f"=6x—6.
¥ = 0 denean, balioc maximo bat du, eta x = 2 denean, berriz, minimo bat.

¢) Hauda f(x)=x" —3x funtzioaren grafikoa:

] 2 v H
2
4
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25. Enpresa batek estalkirik gabeko kartoizko kaxak egiten ditu, 4000 zentimetro
kubikoko bolumenekoak. Kaxen oinarria karratua da.
Kalkula ezazu zer altuera duen eta oinarrian zer alde izan behar duen kaxa
bakoitzak fabrikazioan ahal den kartoirik gutxiena erabiltzeko.

(2012ko EKAINA-B)

Kaxaren garapena eta azalera osoa:

x x X " Azalera = x? + 4xy
y Baldintza, bolumena 4000 cm3:
Y Xy X-¥y Xy xX-y

g Bjaxa = 0inaren azalera - altuera

4000=x*-y =2y =

: !

Azalera funtzioan ordezkatu

.

x2

Kaxaren azalera funtzioa:

4.000 16.000
— = A(x) = x2+—2—
2z x

A(x) = x% + 4x-

Deribatuaren erroen artean aurkituko dugu funtzioaren minimoa:

) —16.000
A(x) = 2x+T

—16.000 16.000 3
Alx)=0 = 2;»c+T =0 =2x= 2 = 2x° = 16.000 =

_ 16.000
2

& =3 =8.000=x=38.000=x=20cm

=X

Egiazta dezagun x = 20 ¢m funtzioaren minimoa dela:

A=0 20 A=0
minimoa

Kaxen fabrikazioan ahalik eta kartoi gutxien erabiltzeko
kaxaren neurriak:
x=20cm
4.000

W:].Of.‘m

y=
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27. Denda batean olioa saltzen da 2 eurotan litroa. xlitro saltzen direnean, era
guztietako kostuak (eurotan adierazita) hauek dira: 0,5x + Cx?2. Eta badakigu 750
litro saltzen direnean lortzen dela etekin maximoa. Aurkitu C-ren balioa eta

lortutako etekin maximoa:
(2012ko UZTAILA-B)

Olioa 2 €/1-an saltzen denez, x litro saldutakoan bildutako dirua: 2x

Gastuak: 0,5x + Cx?
Orduan, Etekinak = Sarrerak - gastuak > f(x) = 2x — (O,SX +C xz)
N — ot N—
etekinak sarrerak gastuak

f(x) =2x—05x — Cx? =1,5x — Cx2.

f'(x) = 1,5 — 2Cx. / \

F' 1'5—.750
FlX)=0 >=15-2Cx=0-15=2Cx >|x == 2C
’ ’ 2C Maximoa

L% _ 750 5 1,5=750-2C - 1,5 =1500C — C = —> = 0,001
2C 1500

Etekin maximoa:

=750
f(x) =1,5x — 0,001 - x? = f(x)=1,5-750 — 0,001 - 750% = 562,50 €
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28. Izan bedi f(x) = x%e~%* funtzioa.
a) Aztertu funtzioaren gorapen- eta beherapen-tarteak.

b) Aztertu funtzioaren maximo eta minimoak eta egin haren grafikoaren

eskema.
2011ko EKAINA-A

y' = 2xe ?* + x%e7%* . (=2) = 2xe”** — 2x%e™%¥

y ' =e . 2x—2x*) =e"%*-2x- (1 —x)

e 0
Puntu kritikoak:e™2* - 2x-(1—=x)=0-> x=0
x=1
® o
e v.<O 0 y'>0 1 Y<0 oo

minimo | Maximo _
erlatiboa: | erlatiboa: /
x=0 .“ x=2 !

[ =e® 2x-(1-x)

Laburtuz

Gorapen tarteak: (0,1)

Beherapen tarteak: (—o0,0) U (1, o)
Maximo erlatiboa: x=1 - f(1) =1?-e 1 = ¢71 > Max.M(2,e 1)

minimo erlatiboa: x =0 — f(0) = 02 - e~2 = 0; minimoa: m(0,0)
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Adierazpen grafikoa:

MATEMATIKA 11

X
lim x2e 2% = lim —

X—00

=0 (e %* > x? delako)

y = 0 Asintota horizontala x — o doala

lim x%e™2* = w?e~2(=®) = 0

X——co
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MATEMATIKA I
2
30. Aztertu funtzio honen muturrak eta asintotak: f(x) = % Egin grafikoaren
eskema
(2017ko EKAINA-B)

(a) Definizio-eremua:

x—1=0 —=x= 1denean funtzioag ez dago definituta

Beraz:

Definizio — Eremua — D.E.: R — {1}

(b.c) 1. Deribatuaren azterketa

_ox
Y =r-1
,_ 2x(x—1) -x?-1 :2x2—2x—x2 _ xt = 2x _x(x—-2)
(x—1)* (x—1)* (x=1)* (x-1)°
Puntu kritikoak:

oy =0 —>x|:—i]i_§;]:0 = x(x=2)=0 #iig

# Funtzioa ez da deribagarria: x—1=0 sx=1

Balic houek zuzen erealean kokatuz, X ardatza hainbot

tartetan banatzen dute. Tarte bakoitzean deribatuaren
zeinua konsfanfeada [+ edo -).
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b
W

v

- r 0

r{.'}

SR YR——
l.,::_‘
A
=

i ' i
Maximo minlmo
erlatiboa: Acintata erlatiboa:

x=0 bertikala x=2
x=10

4=

e ol G |
YDy

e
-
, , 0,5 (0,5 —2)
' x"[x - 2} if{'/_--_---' ¥ ('}-’5} = (0}5 o 1}2 = “

T T
, 15-(15—-2)
W e ¥i(15) = w = 0

e 3:3-2)
L] y{S]—W}D

=0

b,

Laburtuz
Gorapen tarteak: (—oe, 0) U (2, o)
Beherapen tarteak: (0,1) U (1,2)

Maximoerlatiboa: x=0 — f(0) =

02
O=1

2
miniimo erlatiboa: x =2 = f(2) = % = 4 ;mintmoa:m(2,4)

=01 ; Maximoa: M{0,0)

MATEMATIKA 11
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MATEMATIKA 11

kalkulatu irabazi maximo hori.

34, Merkatari batek kafea saltzen du 2 € eta 75 zentimotan kiloa. Bi motatako
gastuak ditu, merkantziaren garraioa eta herri-ogasunari ordaindu beharreko
zerga bat. Saltzen duen kilo bakoitzeko, garraioaren gastua 25 zentimokoa da.
Herri-ogasunari ordaindu beharreko euro kopurua kalkulatzeko, saldutako kilo
kopuruaren karratua zati 1200 egin behar da. Aurreko datuekin kalkulatu
merkatariak saldu behar duen kilo kopurua irabazia maximoa izateko, eta

(2010ko UZTAILA-A).

Kafea saltzen du: 2€ eta 75 zentimo = 2,75 €
Saldutako kafe kiloak: x (kilo)

Sarrerak: 2,75 -x (€)

Garraio gastuak: 0,25x (€)

2
. . . X
Herri-ogasunari ordaindu: 500 €)

Beraz, irabaziak ematen dituen funtzioa:

x2

I = Sarrerak — Gastuak = 2,75 -x — 0,25 - x — 200

x? 1
I(x)=250-x———=250-x ———-x?
1200

Funtzioaren deribatuaren erroen artean, maximoa aurkituko dugu:

I'(x) = 2,50 —-——-x = 2,50 — — - x
1200 600

I'(x) =0 > 250——-x=0 > 250 =—-x - x = 1.500 kg
600 600

N

1.500
!/ !/
, Maximoa ,

Irabaziak maximoak izan daitezen 1.500 kg kafe saldu behar ditu. Orduan,

irabazi maximoak:

I(x) = 2,50 - x = = — I(1.500) = 2,50 - 1.500 ~

1.5002

12

00

=1.875€
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